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ESERCIZI DI MATEMATICA DISCRETA E PROBABILITA`
Gli esercizi indicati con un asterisco sono quelli da fare per avere l’esonero dallo
scritto.
Esercizi del 27/09/2017
(1) In quanti modo posso scegliere 2 persone tra 10? Quante sono le sequenze
date da due cifre decimali?
(2) Quante sono le possibili classifiche in un torneo a 3 squadre?
(3) Mostrare che i sottoinsiemi di cardinalita` pari di un insieme con 11 elementi
sono tanti quanti quelli di cardinalita` dispari.
(4) Mostrare che i sottoinsiemi di cardinalita` pari di un insieme con 10 elementi
sono tanti quanti quelli di cardinalita` dispari.
(5) Quante sono le sequenze binarie lunghe 5,6,7 che non hanno due 1 consec-
utivi? E quante quelle che non hanno tre 1 consecutivi?
(6) Quante sono le sequenze di otto cifre decimali in cui ci sono piu` cifre pari
che dispari?
Esercizi del 04/10/2017
(1) * Quante sono le sequenze binarie lunghe 5,6,7 che non hanno tre 1 consec-
utivi?
(2) * In quanti modi possiamo suddividere 8 amici in 3 gruppi in modo che
nessuno rimanga da solo?
(3) In quanti modi possiamo dividere 8 amici in 3 stanze in modo che nessuna
stanza rimanga vuota?
(4) * Quanti sono i numeri tra 0 e 1000 che non sono divisibili ne´ per 2, ne´ per
3, ne´ per 5?
(5) * Quante sono le disposizioni di lunghezza 5 in {1, 2, . . . , 9} in cui compaiono
almeno due cifre ≤ 4?
(6) Quante sono le disposizioni di lunghezza 5 in {1, 2, . . . , 9} in cui compaiono
3 cifre pari e 2 cifre dispari?
Esercizi dell’ 11/10/2017
(1) * Considerando un mazzo da poker con 32 carte, quante sono le mani di 5
carte che contengono (almeno) due assi? Quante quelle con (almeno) tre
K? Quante mani contengono una doppia coppia qualunque?
(2) * Al termine di un esame scritto vengono restituiti a caso gli elaborati agli 8
iscritti all’appello. In quanti modi e` possibile effettuare tale distribuzione?
E in quanti di questi modi non piu` di due persone ricevono il proprio com-
pito?
(3) * Un’urna contiene 8 palline (numerate da 1 a 8). Effettuiamo 12 estrazioni
con rimpiazzo. Quante sono le possibili sequenze di estrazione? E in quante
di queste sequenze ogni pallina viene estratta almeno una volta?
(4) * Determinare quanti sono i numeri di 3 cifre in cui la somma di alcune
cifre non e` mai un multiplo di 5.
(5) Dato un sottoinsieme I ⊆ {1, 2, 3} quante sono le matrici 4×4 a coefficienti
in {0, 1} che hanno le righe di posto in I uguali alla quarta? Ad esempio
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se I = {2, 3} quante sono quelle che hanno la seconda e la terza riga uguali
alla quarta?. Quante sono le matrici 4 × 4 che hanno almeno una delle
prime tre righe uguale alla quarta?
(6) Un tavolo rotondo ha 10 posti e 5 donne si sono gia` sedute occupando
alternativamente una sedia s`ı e una sedia no. In quanti modi si possono
sedere i loro 5 mariti nei 5 posti rimasti liberi in modo che ognuno stia
seduto vicino alla propria moglie? E in quanti modi se vogliamo che nessuno
si sieda vicino alla propria moglie?
Esercizi del 18/10/2017
(1) * Quante sono le partizioni di {1, 2, . . . , 10} in quattro parti in cui le parti
non sono costituite unicamente da un numero pari?
(2) * Siano Sn,k i numeri di Stirling di seconda specie. Mostrare che per ogni
n ≥ 2 si ha Sn,n = 1, Sn,n−1 =
(
n
2
)
, Sn,1 = 1 e Sn,2 = 2
n−1 − 1.
(3) * Quante sono le partizioni di {1, 2, . . . , 10} in cui ogni parte contiene al-
meno un numero pari e un numero dispari? Quante sono quelle in cui ogni
parte ha solo numeri pari o solo numeri dispari?
(4) Consideriamo un mazzo di carte da poker contenente le carte dal 7, 8, 9,
10, J, Q, K, A e contenente quindi 32 carte. Quante sono le mani in cui si
ha un punteggio pari o superiore alla scala (cioe` o scala, o colore, o full, o
poker o scala reale)?
(5) Un’urna contiene 20 palline numerate da 1 a 20. In quanti modi e` possibile
colorarle di blu o di rosso in modo che ce ne siano esattamente 8 rosse con
un numero pari e 3 rosse con un numero dispari?
(6) * Un’urna contiene 6 palline rosse, 6 gialle, 6 blu, 6 verdi e 6 arancioni.
Determinare in quanti modi si possono pescare 8 palline in modo che queste
palline siano esattamente di 3 colori differenti.
Esercizi per il 25/10/2017
(1) * Abbiamo tre modellini in oro della statua della liberta` alti rispettiva-
mente 10, 20 e 30 centimetri. Li fondiamo e produciamo tre modellini della
statua della liberta` identici utilizzando tutto l’oro a disposizione. Quale
sara` l’altezza di questi modellini?
(2) * Un bambino di 6 mesi mangia tutti i giorni una pappa di 200 grammi.
In una settimana ha registrato i seguenti tempi (espressi in minuti) per
consumare il suo pasto: 5,10,4,12,20,10,4.
(a) Determinare le velocita` (espressa in grammi al minuto) registrate dal
bambino nel consumare il suo pasto;
(b) Determinare la velocita` media complessiva nei sette giorni;
(3) * In 25 scatole di 100 viti si sono contati il numero di pezzi difettosi otte-
nendo i seguenti dati
1, 4, 3, 1, 3, 2, 2, 1, 2, 5, 3, 0, 1, 4, 3, 7, 1, 3, 1, 7, 2, 1, 2, 4, 8.
Determinare le modalita`, le frequenze, la media (2.84), i quartili (1,2,4), la
moda, la varianza campionaria (4.21), la differenza interquartile e il range.
(4) Sono state recensite 512 famiglie di 6 figli. Per ognuna e` stato osservato il
numero di figlie femmine. I dati sono riportati nella tabella seguente.
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Numero di figlie frequenza
0 23
1 64
2 131
3 123
4 107
5 48
6 16
Qual e` il numero medio di figlie (2,85)? Calcolare la varianza (2,00) con
entrambe le formule.
(5) Il peso di 50 giocatori di football americano e` rappresentato in questa
tabella.
Peso Frequenza
98-100 2
100-102 4
102-104 8
104-106 8
106-108 18
108-110 8
110-112 0
112-114 2
Determinare la media (105.8), la varianza (9.28) e la mediana (106.02)
dei dati.
(6) * Consideriamo i caratteri x=concentrazione di ozono e y=irraggiamento
solare su un campione di 7 giorni. I risultati sono dati dalle prime due
colonne della seguente tabella.
x y x2 y2 xy
41 190 1681 36100 7790
16 256 256 65536 4096
30 322 900 103688 9660
45 252 2025 63504 11340
21 191 441 36481 4011
32 236 1024 55696 7552
10 264 100 69696 2640
Determinare l’equazione della retta ai minimi quadrati e l’indice di corre-
lazione ρx,y. Che tipo di correlazione abbiamo? Che valore dell’irraggiamento
dobbiamo aspettarci in un giorno in cui si registra una concentrazione di
ozono pari a 20?
Esercizi del 08/11/2017
(1) Costruire uno spazio di probabilita` (non uniforme) sull’insieme Ω = {1, 2, a, b}.
(2) Quante sono le famiglie coerenti di eventi che si possono costruire su un
insieme con tre elementi?
(3) *Determinare la probabilita` che tra 30 persone scelte a caso almeno due
festeggino il compleanno lo stesso giorno.
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(4) *Abbiamo tre urne contenenti una pallina bianca e rispettivamente 1,3 e
5 palline rosse. Estraendo una pallina a caso da un’urna, qual e` la proba-
bilita` che sia bianca? E se abbiamo pescato una pallina bianca, qual e` la
probabilita` di averla estratta dalla seconda urna?
(5) Una moneta (truccata) da` testa con probabilita` 0.6. Qual e` la probabilita`
che lanciandola 5 volte otteniamo piu` teste che croci?
(6) * Avendo a dispozione la moneta dell’esercizio precedente e una regolare,
ne scegliamo una a caso e la lanciamo tre volte, ottenendo tre volte testa.
Qual e` la probabilita` di aver scelto la moneta truccata?
(7) * Si considerino tre scatole contenenti 10 palline ciascuna. La prima ne ha
9 rosse e una blu, la seconda ne ha 9 blu e una gialla, la terza ne ha 9 gialle
e una rossa. Pescando una pallina per ogni scatola
(a) qual e` la probabilita` di pescare 3 palline di colore differente?
(b) Sapendo di aver pescato 3 palline di colore differente, qual e` la proba-
bilita` di aver pescato la pallina rossa dalla prima scatola?
(c) determinare la densita` della variabile X che conta il numero di palline
blu estratte.
Esercizi del 15/11/2017
(1) * Un bambino colleziona le figurine di un piccolo album contenente 80
figurine e ne ha gia` 50. Il nonno gli compra un pacchetto nuovo di 4
figurine e denotiamo con X il numero di figurine nuove che trova in questo
pacchetto.
(a) Determinare la densita` della variabile X .
(b) Qual e` la probabilita` di trovare tutte doppie (cioe` tutte figurine che il
bambino ha gia`)?
(c) (Piu` difficile)Se il nonno comprasse 2 pacchetti, quale sarebbe la prob-
abilita` di trovare complessivamente 6,7 o 8 nuove figurine?
(2) Consideriamo 4 scatole contenenti 2 palline ciascuna indistinguibili al tatto.
La scatola i ha una pallina numerata con 1 e l’altra numerata con i (quindi
nella prima entrambe le palline sono numerate 1). Si estrae una pallina per
scatola. Si denoti con X la variabile somma delle palline estratte e con Y
la variabile numero di palline estratte con il numero 1. Si determini
(a) la densita` della variabile X ;
(b) la probabilita` di aver estratto la biglia con il 4 sapendo che X = 7;
(c) la densita` di Y ;
(3) * (solo i punti (c) e (d), gli altri li abbiamo gia` fatti in aula) Lanciamo una
moneta ripetutamente e poniamo Xi = 1 se l’i-esimo lancio ha dato testa
e Xi = 0 altrimenti. Consideriamo le variabili X e Y date da X = min{i :
Xi−1 = Xi} e Y = min{i : Xi−1 = Xi = 1}. Ad esempio ottenendo una
sequenza 1001011 abbiamo X = 3 e Y = 7.
(a) Determinare P (Xi = Xi−1) per ogni i > 1.
(b) Determinare le densita` della variabile X ;
(c) Determinare pY (k) per k ≤ 8;
(d) Dimostrare che la densita` di Y e` data da pY (k) =
Fk−3
2k
per k > 3,
dove Fk e` il k-esimo numero di Fibonacci
(4) * Organizzando una gita abbiamo a disposizione un pullmino da 30 posti e
riusciamo a vendere tutti e 30 i biglietti disponibili. Il giorno della partenza
il pullmino e` in panne e riusciamo a recuperare solo un pullmino da 28 posti.
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Qual e` la probabilita` di essere nei guai? (Si assuma che la probabilita` che
una persona a caso che ha comprato il biglietto non si presenti alla partenza
e` del 10%).
Quanti biglietti avremmo potuto vendere ammettendo un rischio del 50%
di essere nei guai?
Esercizi del 22/11/2017
(1) * Supponiamo che la probabilita` che nessun bambino nato a Cesena in
questo mese diventi un dottore di ricerca e` e−1.
(a) Qual e` la probabilita` che almeno due bambini nati in questo mese a
Cesena diventino dottori di ricerca?
(b) Qual e` la probabilita` che in un anno nascano almeno 4 bambini che
diventeranno dottori di ricerca?
(2) * Si considerino 2 variabili aleatorie indipendenti X ed Y . Sono noti i
seguenti valori della densita` congiunta
❅
❅X
Y
1
12
1
5
4
15
0 2
0
-1
3
(a) Detto t = pX,Y (3, 2) giustificare il fatto che t soddisfa la seguente
equazione:(
1
12
+ t
)(
1
5
+ 4
15
+ t
)
= t
(b) Calcolare i possibili valori per t.
(c) Scelto uno di questi valori completare la tabella a doppia entrata della
densita` congiunta delle variabili X ed Y .
(3) Un’urna contiene 4 palline numerate 1,2,3,4. Effettuiamo 6 estrazioni con
rimpiazzo. Consideriamo le variabili aleatorie X1, X2, X3, X4 date da Xi =
1 se la pallina con il numero i e` stata estratta almeno una volta e Xi = 0
altrimenti.
– Stabilire se X1 e X3 sono indipendenti.
– Determinare la densita` congiunta delle variabili (X1, X2, X3, X4),
(4) *Novanta palline numerate vengono tutte estratte a caso senza rimpiazzo.
Vengono poi riestratte tutte nuovamente senza rimpiazzo una seconda volta.
Consideriamo le variabili Xi = numero della i-esima pallina estratta nella
prima sequenza di estrazioni, e Yi = numero della i-esima pallina estratta
nella seconda sequenza di estrazioni, dove i = 1, . . . , 90.
(a) Descrivere uno spazio di probabilita` che modellizzi questo fenomeno
aleatorio.
(b) Deteminare P (Xi = Yi).
(c) Stabilire se Xi e Yj sono indipendenti, dove i 6= j.
(d) Stabilire se Xi e Xj sono indipendenti, dove i 6= j.
(e) Determinare la densita` della variabile X = X1 +X2 + · · ·+X90.
(f) Sia ora Z = |{i = 1, . . . , 90 : Xi = Yi}|. Determinare E[Z].
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(5) * Un’urna contiene 2 palline bianche e 2 palline rosse. Le palline vengono
estratte successivamente una ad una dall’urna rimpiazzando nell’urna le
rosse e NON rimpiazzando le bianche. Poniamo
Xi =
{
1 se la i-esima estrazione da` una pallina bianca
0 se la i-esima estrazione da` una pallina rossa
e T = “numero dell’estrazione in cui viene pescata l’ultima pallina bianca”
(a) Descrivere uno spazio di probabilita` che modellizzi questo fenomeno
aleatorio.
(b) Determinare la densita` di X1 e di X2;
(c) Stabilire se X1 e X2 sono indipendenti;
(d) Determinare la densita` di Xi per ogni i > 0;
(e) Esprimere T come somma di due variabili geometriche modificate;
(f) Deteminare il valore atteso per T .
(6) Due dadi, uno rosso e uno blu, vengono lanciati simultaneamente per 3
volte. Si considerino le seguenti variabili aleatorie:
• X = Numero di volte in cui un dado ha dato come risultato 1 o 6;
• Y = Numero di lanci in cui il dado rosso ha dato risultato minore o
uguale a 3;
• Z = Numero di lanci in cui la somma dei dadi ha dato 7.
(a) Determinare la densita` delle variabili X , Y e Z;
(b) Stabilire se X ed Y sono indipendenti;
(c) Stabilire se Y e Z sono indipendenti;
(d) Stabilire se X e Z sono indipendenti.
Esercizi del 29/11/2017
(1) * Un’urna contiene due palline rosse e una bianca. Le estraiamo succes-
sivamente con rimpiazzo per cinque volte e poniamo, per i = 1, . . . , 5 e
j = 1, . . . , 4
Xi =
{
1 se i-ma estratta e` bianca
0 altrimenti.
Yj =
{
1 se Xj = Xj+1
0 altrimenti.
(a) Determinare la densita` delle variabili Xi;
(b) Determinare la densita` della variabile X = X1 + · · ·+X5;
(c) Determinare la densita` delle variabili Yj ;
(d) Stabilire se le variabili Yj sono indipendenti tra loro;
(e) Determinare il valore atteso di Y = Y1 + · · ·+ Y4.
(2) Lanciamo 3 dadi, uno per volta e poniamo Xi il risultato del lancio i, per
i = 1, 2, 3 e Y1 = X1,
Y2 =
{
X2 se X2 6= X1
0 altrimenti
Y3 =
{
X3 se X3 6= X1 e X3 6= X2
0 altrimenti.
Poniamo infine X = X1 +X2 +X3 e Y = Y1 + Y2 + Y3.
(a) Determinare la densita` di X1, X2, X3, Y1, Y2 e Y3;
(b) Determinare la densita` congiunta di (Y1, Y2);
(c) Determinare la media di X e la media di Y ;
(d) Stabilire se Y1 e Y2 sono indipendenti;
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(3) * Cinque carte numerate da 1 a 5 vengono lanciate in aria. Se una carta
atterra coperta da` come risultato 0 altrimenti da` come risultato il valore
della carta stessa. Siano X1, . . . , X5 i risultati delle 5 carte scritti in ordine
non decrescente e X = X1 + · · ·+X5.
(a) Determinare la densita` di X1;
(b) Determinare la densita` congiunta di (X1, X5);
(c) Stabilire se X1 e X5 sono indipendenti;
(d) Determinare il valore atteso E[X ];
(e) Determinare P (X = 5).
(4) Un mazzo contiene 10 carte numerate da 1 a 5, di cuori e di quadri. Le
carte vengono mescolate e tutte scoperte, una per una e messe una a fianco
all’altra. Poniamo X la posizione dell’altra carta uguale a quella in prima
posizione e Y la prima posizione in cui compare una carta che era gia` stata
scoperta. Ad esempio se le carte estratte sono nell’ordine 2,3,1,4,1,5,2,5,3,4
abbiamo X = 7 e Y = 5.
(a) Descrivere lo spazio Ω dei possibili risultati;
(b) Determinare la densita` di X ;
(c) Determinare E[Y ].
(d) Determinare P (X > Y ).
Esercizi del 06/12/2017
(1) * Sia X una variabile continua uniforme nell’intervallo [0, 2]. Si consideri
la variabile Y = 1
X+1
.
(a) Determinare P (Y < 1
2
).
(b) Determinare la funzione di ripartizione di Y ;
(c) Determinare la densita` di Y .
(2) * Sia X una variabile aleatoria continua di densita`
fX(t) =
{
ata−1 se 0 < t ≤ 1
0 altrimenti,
dove a e` un parametro reale positivo.
(a) Calcolare la funzione di ripartizione FX di X ;
(b) Tracciare un grafico approssimativo di fX e di FX .
(c) Determinare P (X > −2) e P (X < 1
2
).
(d) Determinare la densita` di Y = − logX .
(3) * Siano X una variabile uniforme nell’insieme finito {1, 2, 4} e Y una vari-
abile uniforme nell’intervallo [1, 4]. Supponiamo che X ed Y siano indipen-
denti.
(a) Determinare P (X > 1|Y > 2);
(b) Determinare P (X < Y );
(c) Determinare P (XY > 6)
(d) (difficile) Determinare la funzione di ripartizione di XY
Esercizi del 13/12/2017
(1) Consideriamo 50 variabili X1, . . . , X50 di densita` esponenziale di parametro
2 e indipendenti tra loro.
(a) * Determinare la densita`, media e varianza della variabile X1 − 1.
(b) Determinare P (X1 + · · ·+X50 > 45).
(c) Determinare P (X1 −X2 +X3 −X4 + · · ·+X49 −X50 > 0.1).
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(2) Ubaldo prende il tram tutte le mattine per andare al lavoro. Arriva alla
fermata in un orario casuale e sappiamo che passa un autobus ogni dieci
minuti. Siano Ti, i = 1, . . . , 30 i tempi di attesa in 30 giorni di lavoro.
(a) * Determinare la densita` delle Ti;
(b) * Qual e` la probabilita` che aspetti sempre (in questi 30 giorni) piu` di
5 minuti?
(c) Qual e` la probabilita` che aspetti mediamente piu` di 6 minuti?
(3) Sia X una variabile aleatoria continua la cui funzione di ripartizione e`
F (t) =


0 se t ≤ 0;
2t
3
se 0 < t ≤ 1;
t+1
3
se 1 < t ≤ 2;
1 se t > 2;
(a) * Determinare la densita` di X ;
(b) * determinare media e varianza di X ;
(c) date 44 variabili indipendenti X1, . . . , X44 la cui funzione di ripar-
tizione e` F (t) determinare
P (X1 + · · ·+X44 > 40).
(4) Consideriamo la funzione f : R→ R data da
f(s) =


0 se |s| > 1
1 + s se − 1 < s < 0
1− s se 0 < s < 1
(a) * verificare che f e` una densita` continua;
(b) * dette X1, . . . , X180 variabili aleatorie indipendenti di densita` con-
tinua f determinare la loro funzione di ripartizione;
(c) * determinare E[X21 ] e E[X
4
1 ];
(d) determinare la probabilita` P (X21 + · · ·+X
2
180 > 25).
